-~ -
Vg

A. DI GERLANDO

Doppi bipoli e quadripoli

nelle reti a scala

L'Energia Elettrica N° 7-8

1989



A. D1 Gervanoo (%)

Doppi bipoli e quadripoli nelle reti a scala

Sommario

I guadripoli ed i doppi bipoli sono componenti di frequente utilizzo nella

modellistica di diverse categorie di circuiti e

dell’'energetica

elettrica che dell'elettronica di segnale:

reti, sia nell'ambito
tipici elementi a

quattro morsetti sono i trasformatori, le linee, gli amplificatori, 1 filtri.

Tali componenti sono spesso connessi fra loro,
in parallelo, in cascata o misti;
numero elevato di componenti.

con collegamenti in sgerie,
la connessione pud anche

comprendere un

Nel presente lavoro si considera lo studio di doppi bipoli e di quadripoli

di tipo lineare, tempo-invariante,
connessione in cascata.
51 mostra come, per tale categoria di reti,

privi di generatori

dette reti a scala,

indipendenti, nella

le diverse

tipologie di elementi a quattro terminali si riconducanoc al tipo con struttura

a "™ e "C" (o ad esse speculari).
Nella
ripetitivi, come struttura e valore dei parametri,

ipotesi che gli elementi a quattro morsetti connessi in
si giunge ad una significa-

cascata siano

tiva semplificazione nel calcolo della matrice di trasmissione.

1. Premessa.

La modellistica delle reti contenenti quadripo~
11 e doppi bipoli, molto vasta e sviluppata, & di
frequente impiego in molte applicazioni dell'elet-
trotecnica, sia nell'ambito dell'energetica elet-
trica che dell'elettronica di segnale: tali dispo-
sitivi, «c¢lassgificabili in lineari e non lineari,
tempo-varianti e tempo-invarianti, attivi e passi-
vi, e diversamente costituiti al loro interno, so-
no caratterizzati dal presentare guattro morsetti.

Tipici elementi a quattro morsetti sono, ad

esempio, le linee, i trasformatori, i filtri, gli
amplificatori, gli attenuatori.
Spesso  questi oggetti sono collegati fra di loro,
ad esempio tramite connessioni in serie, in paral-
lelo, o miste: usualmente nel collegamento & coin-
volto un numero limitato di quadripoli; la con-
nessicone in cascata, tuttavia, pud comprenderne un
numero elevato.

Oggetto del presente lavoro & lo studio di
elementi a quattro morsetti di tipo lineare, tem-—
po-invariante e privi di generatori indipendenti,
connessl in cascata (reti a scala): si mostra come
diverse tipologie di elementi a quattro morsetti
51 possano ricondurre, in tale connessione, al

tipo con configurazione "T'" o "C" (o ad esse
speculari): tale configurazione consente, nella
ipotesi che gli elementi in cascata siano di tipo

ripetitivo, wuna significativa semplificazione nel
calcelo della matrice di trasmissione complessiva
della rete a scala, nel caso di doppi bipoli ed in
quello, pil generale, di generici quadripoli.

(*} Ing. Antonino Di Gerlando, del Dipartimento di
Elettrotecnica del Politecnico di Milano.
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2. Gli elementi a quattro morsetti nella connes-
gione in cascata.

La principale utilits della teoria delle reti
di quadripoli & che con essa & pogsibile legare
analiticamente tensioni e correnti ai morsetti,
genza far riferimento alle grandezze elettriche
all'interno delle reti stesse.

Il funzionamento ai morsetti di un elemento a
quattro terminazioni wviene usualmente descritto
tramite le grandezze elettriche misurate a due
coppie di morsetti.

Date le ipotesi di linearita e tempo-invarianza
assunte per caratterizzare in generale tale ele-
mento, si fa riferimento, per guanto riguarda le
grandezze elettriche ed i parametri circuitali,
alle trasformate di Laplace (V(s), 1I(s), 2Z(s),
Y(s)).

(Quando poi s8i consideri il funzionamento in regime
alternato sinusoidale, le quantita suddette sono,
come ben noto, fasori da calcolarsi per s=j.2.a<f.

1, 12
— ] b —=>
T V1 Vz T
— el >

Iy la

Fig.1l - Grandezze ai morsetti di un elemento a

quattro morsetti.
Con vriferimento alle grandezze di fig.l, la

distinzione fra doppic bipolo e quadripolo &, come
noto, legata alle seguenti relazioni:
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(2.1) Iitls * 0; Tatla * 0 (equaz. guadripolo);

(2.2) latls = 0: Iz+l4 = 0 (equaz. doppic bipolo)
11 doppio bipolo costituisce dunque un caso parti-
colare di quadripolo, Pper ;1 quale & sufficiente
conoscere due tensioni (V. e Va) e due correnti
(I, e la) per definirne 1l funzionamento; diversa-
mente, per la caratterizzazione di un quadripolo
&1 devono conoscere le correnti di tutti i quattro
morsetti.

Nel seguito con il termine quadripolo 31 intendera

sempre un elemento lineare, tempo-invariante,
passivo, eventualmente costituito da un doppio
bipolo.

£' noto che un doppio bipole lineare passivo sod-
disfa al principio di reciprocita: il rapporto fra
tensione di ingresso Vv, e corrente di uscita Ila
(rapporto definito impedenza di trasferimento) non
cambia se le coppie di morsetti di ingresso e di
uscita vengono scambiate fra di loro.

§i consideri il cqllegamento in cascata di N
quadripoli uguali: si pud mostrare che tale colle-
gamento in cascata &, in generale, riconducibile
alla cascata di N-1 quadripoli uguali del tipo a
“C" (o C speculare), pilt un guadripolo del tipo a
¢ con parametri diversi dai precedenti, pil alcune
impedenze od ammettenze di terminazione.
3i riportano nel seguito alcune trasformazioni di

Doppi bipoli e quadripoli nelle reti a scala

. Za ] Za * Za ——t
Yb Yc Yb Yo Yb Yc
3a)

* : ] ] ]
--_7_—_' Za bO——og—* Za ———1——-* Za S
Yo Yo + Yo Yo + Yo Yo

3b)
. * o I x o. * O )
Fig.3 - Cascata di quadripoll a 7 € rete a scala
equivalente.
La fig.3b mostra la trasformazione della rete

originaria in una rete a scala costituita da tre
quadripoli (due uguali ed uno con ammettenza deri-
vata diversa): 1 quadripoli possono essere del
tipo a T (morsetti o) o a T speculare (morsetti
*), & inoltre presente una ammettenza derivata di
estremita.

reti a scala per 1 tipi di quadripolo elementare
con struttura pit frequente: tall trasformazioni ¢) Cascata di quadripoli a "doppio T".
di rete sono valide sia nel caso di doppi bipoli -
che nel caso generale di quadripoli. gi tratta di quadripoll simili a quelli a T, in
cui sono perd presenti due impedenze serie anche
a) Cascata di quadripoli a "T". fra i morsetti inferiori.
In fig.2a & mostrata la cascata di tre quadri- La fig.4.a mostra tre quadripoli a doppio T colle-
poli a T. gati in cascata.
. L4 Z. zh Za .Zh }—' Za yAS }_——-I
s Za Zn }—l-« Za Iy }—t Za Zy
Yo Yo Yo
. 4a)
2a) Yo Yo Yo
L Zd Ze '—-{ Za Ze ' Za Ze }——.
] — JE— 0
b ZutZa }* Zo+Za } Zo |t
. Za +* Zotla *—Ifo 2ptZa }* 2y
Yo Yo Yo
2b) Yo Yo Yo 4b)
M * * *
] Za }+* ZetZa T* Z.+Zd * le 3
Fig.2 - Cascata di quadripoli a T e rete a scala
equivalente.
Fig.4 - Cascata di quadripoli a doppio T e rete a
La fig.2b evidenzia come la rete a scala si possa scala equivalente.

pensare cosi costituita:

_da una impedenza Za di ingresso,
tre quadripoli del tipo a “p, di cui due con
impedenza serie Ze + Zy ©d uno con impedenza
serie Zyp (morsetti contrassegnati con *};

-da un quadripolo a T speculare con impedenza
serie Za, Seguito da due quadripoli a "T'" spe-
culare (impedenza serie Za * Zn)., con in
cascata una impedenza di uscita Zy (morsetti
contrassegnati con o).

in cagcata con

"

b) Cascata di quadripoli a "7

& rappresentata la cascata di tre

ot
T,

In fig.3a
quadripoll a

La trasformazione di fig.4b evidenzia che la rete
a scala & equivalente alla cascata di due possibi-
11 diverse configurazioni:

~due impedenze serie di ingresso piu tre
quadripoli del tipo 3 ¢, di cui quello estremo
diverso da quelli intermedi (morsetti *);

~tre quadripoli del tipo a C speculare, seguiti da
due impedenze serie di terminazione (morsetti o).

d) Cascata di quadripoli a "doppio ¥".
Questo tipo di guadripolo & assimilabile a

quello a v, cul si aggiunge una impedenza serie
fra 1 morsetti inferiori (fig.5a).
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s Za ] Za L] Za ]
Yy Yo Yy Yo Yp Yo

s Za ¥ Za » Za ¥

S5a)

Pop Xy Za b0 ¥ 7. .ch__.r,_*J Za LOc
Yy Yo + Yy Yo + Yy Yo

[ QU 3 Zq

Sb)

Fig.5 - Cascata di quadripoli a doppioc 7 e rete a
scala equivalente.

La trasformazione mostra ancora la riduzione ad
una rete a scala costituita dalla cascata di qua-
dripoli a C (morsetti o) oppure a C gpeculare
(morsetti *), pild una ammettenza, rispettivamente
finale o iniziale, di terminazione.

e) Cascata di quadripoli a “T" con impedenza ponte.

51 tratta di gquadripoli a T, cui & aggiunta una
impedenza serie, in connessione diretta tra i due
morsetti superiori (fig.6).

Za Za Za
. Za Zp Za r[ Zn Za .I. Zy
6a) Yo Yo Yo
' . [ . [ :
Za Za
oz, Iy s Zeo L Zca »
=
6b) Yol =3 |Yoo Yan| |Yeo Yan
. I ol [, . '

Fig.6 - Cascata di quadripoli a T con impedenza
ponte, e trasformazione di un singolo
quadripolo in un quadripolo a .

La fig.6b mostra come questa situazione si possa
ricondurre ad una delle precedenti: con riferimen—
to al singolo quadripolo, la trasformazione stel-
la-triangolo ed il successivo parallelo delle
impedenze serie riconduce il quadripolo stesso al
tipo a ¥, gid considerato nel caso b).
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f) Cascata di quadripoli a “parallelo di T".

51 tratta di quadripoli a T connessi in paral-
lelo ai terminali di ingresso e di uscita: in
fig.7, a sinistra, & riportato un esempio.

Za Ze Zeo
3 ’ 3
L] Za } Zy . Zop
| [ 1
Yel] Yo Yep| {Yop Yen! | Yan
===
[ { I l »

Fig.7 - Trasformazione di un quadripolo a "paral-
lelo di T".

Anche in questo caso & possibile ricondursi ad una
situazione gia esaminata, con la trasformazione di
fig.7: le due stelle (abc, def) vengeno ricondotte
separatamente a triangoli, 1 cui lati vanno a
costituire i lati di un circuito a 7 (caso b)j.

I casi di trasformazione precedentemente esami-
nati hanno mostrato come ricondursi a quadripoli
del tipo aT o a C: d'altra parte un quadripole a
T" costituisce un caso particolare di quadripolo a
C, avente impedenza serie inferiore di valore
nullo.

51 conclude quindi che lo studio ai morsetti di
estremitd di una cascata di quadripoli uguali di
tipo qualsiasi pud essere riportate, a meno di
singolarita terminali, allo studio di una cascata
di quadripoli uguali del tipo a C.

3. Le equazioni dei quadripoli a "C" nslla con~-
nessione in cascata.

Nel seguito 8i considerano le equazioni degli
elementi a quattro morsetti del tipo a C, connes-
si in cascata: gi mostrerd che la matrice di
trasmissione complessiva, relativa ai morsetti
terminali, si pud esprimere, mediante opportuni
coefficienti, come funzione lineare della matrice
di trasmissione di un singolo elemento a quattro
morsetti.

Vengono esaminati i quattro casi corrispondenti a
doppio bipolo e quadripolo del tipn A €, nella
dispogizione speculare e non.

3.1 Dopprio bipolo del tipo a C.

It legame tra grandezze di ingresso e di usci-
ta, con riferimento alle convenzioni di misura di
fig.8, & esprimibile mediante 1’impiego della
matrice di trasmiasione (W):

(3.1) (Vi I,07 = (W] - (Va 15T
Ij_ IZ

— Z. g D

V1 Yb v2

Zo

Fig.8 -~ Doppio bipolo del tipo a C.
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pPiu esplicitamente, s1 pud scrivere:

V‘, 1 (Zna) V?
(3.2) = . ,
Iy Yn (1 + o) Ia
dove si & posto: Zee = Za t Za i O = Zao * Yn .

Secondo il principio di reciprocita, si ha che 11l
determinante della matrice di trasferimento,
det (W), & uguale ad 1.

Nel caso di una rete a scala, costituita da k
doppi bipoli uguali a quello di fig.8, il legame
fra grandezze ai morsetti di ingresso e di uscita
diviene il seguente:

(3.3) (Vo 1417 = (W)> . [Va IalT

E' utile esaminare nel dettaglio la matrice di
trasmissione (Wix. Tale matrice puo, naturalmen—
te, calcolarsi come prodotto delle kX singole ma-
trici (W]: tuttavia questa procedura ¢ alguanto
laboriosa, specialmente se k & elevato, e soprat~
tutto non tiene conto delle caratteristiche ripe-
titive della catena.

5i ottiene una procedura di calcolo pil conve-
niente se si considera dapprima 1l caso di k=2,
per 1l quale si ha:

(1+0) {(240) - Zacl
(3.4) W}z =

{(240) Yp) {o+(1+0) %}

Questa espressione non mette perd in evidenza una
importante proprieta della matrice (W)2:. tale
proprieta, deducibile dalla stessa (3.4), &
eapressa dalla (3.95):

1 Zeo 1 4]
(3.5} [W}2 = (2+0)- - ,
Yn 1+0 4] 1
cioé, sinteticamente:
(3.6) Wiz = a -« (W) - (U} ,
con a = 2+0 ; (U] & la matrice unita.

La (3.6) conduce ad una importante considerazione:
poiché la potenza k-esima della matrice (W} pud
essere calcolata come prodotto di k/2 matrici [W]}Z2
(a meno di una matrice (W] nel caso di k digpari),
1'applicazione successiva della (3.6) consente di
esprimere la matrice [W]* come funzione lineare
della matrice [W], secondo una legge del tipo:

(3.7) Wi* = p(k) « (W] + q(k) + (U]

La determinazione dei coefficienti p{k) e q(k) si
pud effettuare nel seguente modo: si  suppongano
noti i loro valori, e si wvogliano determinare
p(k+1) e gq(k+1}. Dal calcolo della potenza di
ordine k+1 della matrice, con l'uso delle (3.6),
(3.7) 81 ricava, per confronto dei coefficienti:
(3.8) p(k+l) = a-p(k) — ga(k) g(k+1) = p(k)
Con semplici trasformazioni, le (3.7), (3.8) pos-—
sono essere convenientemente riassunte con le
sequenti formule:

wy (X} wWa(x)
(W]>= = p(x)e (Wl+{p(x+1)—a p(x)}- [U]

(3.9)

334

(3.10) p(k+2) = a-p(k+l) - p(k) k20
p(0)=0; p(1l)=1

Come si pud osservare, le (3.9), (3.10) 3ncludono
anche i seguenti casi particolari:

a) x=0: (W]° = (U], da cul: Vy=Vgz e Iy=la |
Questa gituazione corrisponde ad un doppio
bipolo nullo (avente cioé Za=2e=0 & Yp=0);

b) x=]; doppio bipolo complessivo costituito
da un unico doppio bipolo elementare.

In definitiva, il calcolo della potenza x-esima
della matrice (W] richiede la determinazione dei
coefficienti p(x) e p(x+l): tale determinazione si
pud effettuare applicando ricorsivamente la (3.10)
fino ad un valore dell’indice pari a: k = x-1.

3.2 Doppio bipolo del tipo a C speculare.

11 legame tra grandezze di ingresso & di usci-
ta, con riferimento alle convenzioni di misura di
fig.9, & esprimibile mediante 1'impiego di un'al-
tra matrice di trasmissione, indicata con M)

(3.11) [Vy 1,17 = (M} - (Va IalT
Iy 1a
—3 Za g ——
Yo
Vi Va
H Zo »

Fig.9 - Doppio bipolo del tipo a C speculare.

Piu esplicitamente, si pud scrivere:

Va (1 +0) (Zao) Va
(3.12) = .
Ia Yy 1 Iz

11 confronto della (3.12) con la (3.2) evidenzia
un legame tra le matrici di trasmissione (W] e
[M]: tale legame ha una precisa formilazione mate-
matica, nella ipotesi di misurare le grandezze
elettriche ai morsetti di uscita con la stessa
convenzione di quelle di ingresso (convenzione
degli utilizzatori).

In tal caso nelle matrici di connessione delle due
porte cambiano alcuni segni; precisamente, indi-
cando con {W'] e [M'} queste nuove matrici, si ha:

1 (Zao) |
W1 = ;
L Ys -{1 + o)
(3.13) J
(1 +0) —(2.6)1
M'] =
Yh -1
L
E' evidentemente:
(3.14) M) = W] .

11 significato della (3.14) @ chiaro se si consi-
dera che i morsetti di uscita del doppio bipolo a

L ENERGIA ELETTRICA - N.7-8 - 1989
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¢ possono essere visti come morsetti di ingresso
del doppio bipole a C speculare: in tal modo, pur
di  adottare ceonvenzioni simmetriche per le due
porte, la (3.12) & deducibile dalla (3.2) per
inversione della (W'].

Anche per il doppio bipolo a C speculare con-—
nesso  in  cascata in una rete a scala, si pud
avolgere una trattazione simile a gquella svolta
nel Parag. 3.1. e si ottengono le medesime espres-
sioni ivi riportate: in particolare, rimangono
valide le (3.6)+(3.10), pur di sostituire la ma-
trice (M] alla ([W].

3.3 Quadripolo del tipo a C.

In questo caso, pur facendo ancora riferimento
a ‘“morsetti di ingresso e di uscita”, non & piu
utilizzabile la nozione di porta, 1in quanto vale
la (2.1) (c¢cfr. fig.l).
$i riconosce, perd, dalla applicazione della legge
delle correnti all'insieme di taglio definite dai
quattro terminali del quadripolo, che fra correnti
di ingresso e di uscita esiste la segquente rela-
zione:

(3.15) I =1y + 15 =1z + 14

Con riferimento alle convenzioni di fig.1, la
corrente 1 assume dunque il significato di corren-
te che fluisce “globalmente” fra ingresso ed usci-
ta del quadripolo.

Per la situazione di fig.8 (nella quale s1
considerino anche le correnti Iy e ls, secondo le
convenzioni di fig.l) con gqualche elaborazione si
ottiene il legame fra grandezze di ingressc e di
uscita:

Vi 11T = [W] - {Va Ia]T - (H} - I
(3.16)
con [H} = (Ze 71T , dove T = Zo' Y

Da guesta relazione si nota che le equazioni di un
quadripolo del tipo a C differiscono da quelle del
corrispondente doppio bipolo per la presenza del
vettore aggiuntivo (H}-1: la (3.16) si riduce alla
(3.1) nei seguenti casi particolari:

-~ 1=0 (condizione del doppio bipolo);
- Ze=0 (condizione cui corrisponde un circuito
anl.

I1 legame fra grandezze di ingresso e di uscita
del collegamento in cascata di quadripoli wuguali
del tipo a C pud essere cosl ottenuto: considerata
la wvalidita delle (3.15) per le correnti ai mor-
setti di ingresso e di uscita della rete a scala,
51 combinano fra loro tante equazioni del tipo
(3.16) guanti sono i quadripoli in connessione.

La espressione finale si deduce facilmente con un
procedimento per induzione: ad esempio, nel caso
di 2 quadripoli in cascata si ha:

(Ve 1217 = (Wj2 - (Va Tal™ - {(W}+(U])- (H} - [;

con tre quadripoli, con le opportune elaborazioni,
si ottiene:

(Vo 1417 = (W13 (Va2 Ia]T-{{W)2+[W}+[U])- [H] -1

Per una cagcata di k quadripoli 1'espressione del
legame ingresso-uscita & la seguente:

(3.17) (Vi 1,17 = (W]* - {(Va 1a]T - [HGO)- T,

hy (k) x—1
con (H(x)} = = { Zn (WIN} - [H]
o
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Ulteriori elaborazioni della (3.17) conducono ad
una forma piu esplicita del suddetto legame:
Vi Va
=[p(k)'[Wl+(p(k+1)»u-p(k))-[U]]- +
11 12
(3.18)

} 4 *
f[<2h p(hy-p(k))- (Wi-{(a-1)-Zn p(h)~a-p(k)}-[U1}-
=) o]
- (H)-1

51 pud notare come la (3.18) sia valida anche nel
caso particolare di quadripolo nullo (k=0), caso
che 51 verifica per Za=Zo=Yp=0.

3.4 Quadripolo del tipo a C speculare.

La trattazione & analoga a quella svolta nel
paragrafo precedente: gi fa riferimento al quadri-
polo di fig.9, dove vanno considerate anche le
correnti Is e l,4, con le convenzioni di  fig.l.
Ancora mediante la (3.15), 1l legame ingresso-
ugcita per un singolo quadripolo assume la seguen-—
te espressione:

(3.19) (Vi I1:1T = (M}« (Vo Ia)* - (F] - 1,
con [F} = (Z¢ 0T

Anche per questo quadripoleo valgono le considera-
zioni gia evidenziate per gquello del tipo a C: 1l
suo legame ingresso-uscita si riduce a quello del
corrigspondente doppic bipolo sia per =0, che per
Z.=0 (guadripolo a T gpeculare).

Per quanto riguarda il legame ingresso-uscita
di una catena di gquadripoli uguali del tipo a C
speculare, & facilmente verificata la wvalidita
delle (3.17) e (3.18), pur di sostituire (M] e
[F], rispettivamente a (W} e [H].

4. Applicazioni.

Le relazioni precedentemente illustrate sono di
utile impiego gquando si wvoglia studiare, nella
loro globalita, reti contenenti cascate di doppi
bipoli o gquadripoli uguali fra loro: infatti in
tal modo & possibile giungere ad espressioni in
forma chiusa delle gquantita di interesse.

Un semplice esempio di applicazione & costitui-
to dal calcolo della ammettenza ai morsetti di
bipoli del tipo di fig.10.

—d la l Za l — - Za -—-—-—l
Y Yy Y
oz, l Zo [ ___+ zo b1

Fig.10 ~ Bipolo con elemepti gerie e parallelo
connessi a scala.

La formula di calcolo usualmente adottata & quella
che fa uso della espansione in frazioni continue:
esgsa mostra, in termini di impedenza, la seguente
struttura:

1

1
Yy +

Zac *
Yy +

1

Z‘c + 1/Yb
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La (4. 1) 31 presenta d1 scomodo impiego.
Considerando 1nvece il suddetto bipolo come costi-
tusto dalla cascata di k doppi bipol: del tipo a C
speculare, dy cui 1'ulfimo doppio bipolo con porta
secondaria a vuoto (Iz=0), 1'uso delle espressioni
precedenti, (3.11) e (3.12), conduce a:

ma (k) Va
(4.2) = .
m, (k) 0

Infine, con gqualche elaborazione si ottiene:
(4.3) Ye = I2/Vy = Yur p(k) / [p(k+l}) - p(K)}]

dove p & da calcolarsi mediante la (3.10).

In modo analogo si  possono ricavare utili
espressioni sintetiche delle grandezze al morsetti
per diverse altre situazioni circuitali.

A titolo di esempio si mostra lo studio di una

rete piu complessa (fig.l1), in cuil siano present:
contemporaneamente cascate di doppi bipoli e di
quadripoli: s1 tratta di una rete a scala, alimen-
tata da un generatore ideale di corrente I, cosi
disposto: un terminale & connesso al morsetto
superiore di ingresso della rete, mentre 1'altro
pud essere collegato ad une qualsiasi del morsetti
inferiori dei singoli quadripoli elementari.
31 deve peraltro osservare che la presenza di un
generatore di corrente nella rete non ne limita la
generalita: il generatore pud, infatti, rappresen-
tare, grazie al teorema di sostituzione, un gua-
lungque  bipolo, purche ne simuli  fedelmente la
forma d'onda di corrente.

La rete proposta pud costituire il circuito
equivalente per diverse situazioni circuitali: nel
caso specifico, 1'applicazione per la quale tale
circuito @& stato analizzato & lo studio della di-
stribuzione delle correnti e delle perdite fra le
varie unita di un sistema di conversione c¢.a.-
c.¢.: in tale disposizione, tipicamente adottata
nella realizzazione degli armadi contenenti
converftitori statici (6], le unita di conversione,
rappresentate dai parametri derivati Yy, sono
connesse in cascata, e 1l generatore di corrente
simula i1 carico.

La medesima struttura circuitale eguivalente cor-
risponde anche alla configurazione di  possibili
sistemi innovativi per 1la alimentazione delle
linee di contatto per trazione, ad esempio me-
fropolitana [71: in questo caso 1l carico, costi-
tuito dal convoglio, & mobile ed il suo gpostamen—
to lungo il sistema & simulato, nel modello, con-
siderando diverse posizionl di connessione del

morsetto inferiore del generatore di  corrente
equivalente.
a c e g
A Zu T Zu Pt Zc A& Zn L— Zn T Z.
Yo Yy Yy Yo Y Yu Yo

o

b ai f
i 7o 2o HY 2o dad 2, H Zo Zo ]
Ml

Fig.11 ~ Rete & scala di doppi bipolil e gquadripoli

Non si vuole gui entrare nel merito dell'analisi
di un tale sistema di conversione, in particolare
per quanto riguarda il ruolo svolto dalle valvole,

(%)
(5]
[wal

l'effetto dei1 parametri resistivi ed nduttiva
presentil neil parametr:i serie e derivat:y, perche
tale analisi & oggetto di uno studio separato [8].
E' invece interessante mostrare la metodologia di
risoluzione di un tale tipo di rete, con l'uso
delle egquazioni di doppi bipoli e gquadripola.

E' evidente la possibilita di utilizzare, anche in
un caso come questo, 1 metodi classicy di analis)
delle reti: tuttavia, soprattutto se la rete a
scala contiene un numero elevato di1  elementi a
quattro morsetti, questi metodi possono risultare
di impiego oneroso.

In effetti nella rete di fig.1l1 & utile mettere 1in
evidenza alcune coppie di morsetti, rispetto alle
quall 51 possono individuare opportune sottoreti:
le coppie di morsetti a-b, c¢-d costituiscono 1'in-
gresso e l'uscita di una cascata di gquadripola del
tipo a C; analogamente, le coppie di morsett: e-f,
g-h definiscono una cascata di doppi bipoly del
tipo a C speculare.

Lo atudio pud dunque essere distinte in due suc-
cessive fasi:

- calcolo delle grandezze elettriche air terminali
degli elementi "globali” a quattro morsett:
(sottoreti quadripolari);

- valutazione delle altre quantitd interne alle
sottoreti.

Questa procedura presenta 1'evidente vantagaio di
limitare 1 calcoli alla sola prima fase, se le
quantita di interesse sono solo quelle a1 morsetta
globali.

11 circuito egquivalente da considerare nella prima
fase & quello di fig.12.

Ta(l) Jla(x+1) la(x+2) Ta(n+1)
i T X gt R .
(W) 1 [ y
Yc {M]
Vb(1) Vb(x+1) Vbin)
(H(x)]
Y Ib(x+1)
L ——¥ e o ——J—
Ic(l) Ic(x+1) Tec{x+2) Ic(n+l)
(D

Fig.12 - Rete equivalente globale della rete di
Fig.11.

Le egquazioni di funzionamento di questa rete sono
le seguenti:

la(l) =1
Vb(1) Wy (%) Wz (%) Vb(x+1) hy (%)
la(l) ) Wa(X) Wa(X) la(x+1) . ha(x) :
Ib(x+1) = Yb - Vb(x+l)

(4.4)
Ta(x+1) = Ib(x+1l) + la{(x+2)
Vb (x+1) m; () mz(Y) Vb (n)}
la(x+2) ) ma(y) maly) . Ta(n+1)
la(n+l) = 0

Nel caso interessino anche le correnti a1 morsetti
inferiori, alle (4.4) vanno aggiunte le seguentj

equazioni:
Ic(l) =0 Ic(x+1l) = 1 — Ta(x+1)
Ic(x+2) = - la(x+Z) Ic(n+l) = 0O
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In merito a1 pedici utilizzati per tension: e
correnti  della vrete dy fi9.12 si deve osgervare
che mentre Vb(z) e Ib(z) corrispondono a tensione
®corrente effettive ai morsett: dell ' ammettenza
Yb in posizione "z" generica, le correnti con
indice  "a® e  "c" gono le correnti a1 morsett i
deglt elementt  a quattro morsetti, e solo per
aleuny  d1 o taly elementi  coincidono  con quelle
effettivanente circolanti nelle impedenze Za e Zb.
Detto n 11 numeroc complessivo di bipoli derivati
(Yu)., x ed y rispettivamente il numerc di quadri-
poli e di doppi bipoli elementar: bresenti, wvale
ta seguente relazione:
{(4.5) n=x+y+1 con x 2 0edy 20

La condizione “x = 0" significa che 1l generatore
equivalente & connesso direttamente a1 morsetti di
ingresso della rete a scala; la condizione "y = 0"
corrisponde ad avere collegato il terminale mobile
del generatore al morsetto inferiore all'estremita
destra della rete.

Constderando che la prima e {’ultima equazione
delle (4.4) sono gia risolte, le quantita 1inco-
gnite Ssonc: Vb(1}, Vb(x+1), Vb(n), la(x+1),

Ib(x+1), la(x+2); manipolando le egqudazioni  si
ottiene:
1+ ha(x)
Ib(x+1) = 1

Wi (x}+Zb + wa(x)e (14Zb ma(v)/my (y)}

Ta(x+l) = {1+Zb-ms(y)/my(y)} - Ib(x+1)

Ta(x+2) = {Zb-maly)/my(y)} » Ib(x+1}
(4.6)

Vb(x+1l) = Zb + Ib(x+1)

Vb(l) = [ (Wi (X)#Wa () maly)/my(v))Zb + wg(x)]‘
“Ib(x+1)-hy(x)-1

Vb(n) = (Zb/my (y)) - 1

E' evidente la validita delle (4.6) in tutte le
situazioni parametriche, eccetto quella corrispon-
dente a Yb=0 (Zb=w): peraltro una tale gituazione
renderebbe la riscluzione della rete del tutto
banale, non giustificando la metodologia adottata.
Le (4.6) non sono, tuttavia, utilizzabil: diretta-
mente, in quanto devono essere ancora esplicitate
le quantita wy(z), my(z), hy(z) in funzione di a,
p., Za, Zc, Yb.

Dalla applicazione delle (3.9), (3.10), (3.17) si

ottiene:
hi(z) = p(2) + Zc
ha(z) = (Ze p(t)) + Ze-Yb
o
(4.7) wi(2Z) = me(2) = (1 - a)-p(z) + p(z+l)
wz(z) = mp(2) = p(z) - Zac

wa(z) = ma(z) = p(z) - Yb
Wal(z) = my(2z) = p(z+l) - p(z)

Le ultime quattro relazioni delle (4.7) mettono in
evidenza che la matrice (W]Z si ottiene dalla [M]=
COn unha operazione dl trasposizione rispetto alla
diagonale secondaria. in accordo a quanto gis
osservato per le (3.13) e (3.14).

L'ENERGIA ELETTRICA - N.7-8 - 1989

Mediante ['uso delle (4.7) & possabile esplicitare
le (4.6):
. fp(y+l) - p(yj} » 1
Ib(x+1):[1+(2tp(t)}‘Zc-Yb}- —
© P(x+1)-p(y+l}-p(x)-pliy)

ply+1l)
la(x+1) = Ib(x+1)

ply+l) - p(y)

Vb(x+1) = Zb -

Zb
Vb(n) = Ib(x+1)
P(y+l) - ply)

Le (4.8) mostranc che tutte le quantita dy
interesse PposSsono  essere  espresse  in funzione
delia  corrente del generatore equivalente (1) e
della corrente nel ramo derivato di posto  x+1
(Ib(x+1)).

La conoscenza della tensione Vb(n) ai morsetti di
uscita del doppio bipclo, della tensione Vb(x+1) e
della corrente la(x+1) ai morsetti di uscita del
quadripolo consentono ora il calcolo di qualunque
gquantitd interna alle sottoreti quadripolar: di
doppi bipoli e quadripol:.

Per quanto riguarda la sottorete di doppi  bipoli,
con riferimento ad una gqualunque porta intermedia
di  ingreszo, wvale 1l seguente legame 1ngresso-
uscita:

Vb(J) my (n-J) ma{n-j) Vb(n)

la(j+1) ma(n-3) ma(n-j) 0

con X+l ¢ j < n
Con qualche elaborazione si ottengono tensioni e
correnti relativi ai morsetti di ciascun doppio

bipolo elementare:

P(n—-j+1) - p(n-3)
Vb(j) = Zb - IDb(x+1)

ply+l) - p(y)

(4.9)

#

Ib(3) Vb(j) « Yb Xx+1 ¢ j ¢ n

p(n-3+1)

i

Ta(j) Ib(x+1)

p(y+l) - ply)

Analogamente si ottengono le grandezze elettriche
interne alla sottorete quadripolare di quadripoli.
L'equazione del quadripolo avente come morsetti di
ingresso  gquelli contrassegnati dall'indice j & la
seguente:

Vb(3j) Wi (x-3+1) Wa(x—-j+1) Vb(x+1)
= +
Ia(y) Walx=3+1)  wa(x~3+1) Ta(x+1)
hy (x-3+1)
- - 1, con 1 & j ¢ x+1 ,
[hz(x«j+1)J
da cuil 81 ottiene:
Ib(j) = Ib(x+1) P(x-3+2) - p{x-j+1)
337
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p(y+l) - (al) -p(y)
Ib(x+1) + Zec-Yb-1

piy+l) — ply)

Vb(i) = Zb - Ib(3) 1 ¢ 3 ¢ x+l

(4.10)
p(x-3+2)-p(y+l) - p(x-3i+l)-pP(y)
Ta(3) = Ib(x+1)- +
p(y+l) — ply)

(x—31+1)
- e p(t) } -Zc-Yb-1
[+]
Le (4.9) e (4.10) consentono il calcolo delle

tensioni e delle correnti in tutti i ram della
vete considerata.
Qualora si considerino grandezze e parametri elet-
trici nel dominio della trasformata di Laplace,
tali espressioni consentono, 1in linea di princi-
pio, 11 calcelo in forma chiusa; si deve peraltro
nsseyvare che, anche in relazione alla atruttura
delle Za, Yb, Zc, tali elaborazioni pPOSSONO dive-
nire pesanti.
fuando  invece si studia una rete 41 questo tipo
in regime alternato sinuscidale o 1n corrente
contimia, si riconosce come le suddette esSpressio—
ni siano utili sotto l'aspetto dell’elaborazione
nwnerica, soprattutto se confrontate con le proce-
dure classiche di risoluzione delle reti.

In termini generali, la soluzione della rete
considerata conduce alle seguenti conclusioni
qualitative:
~ i rami derivati "b" sono tanto pil "in paralle—

lo® fra di loro gquanto pil & elevato Yb e bagsi
Za e Zc;

- i rami derivati percorsi dalla corrente di am-—
piezza maggiore sono quelli connessi ai morsetti
del generatore eguivalente (morsetti 1 e x+1);

- 1'ampiezza delle correnti negli altri rami deri-
vati diminuisce allentanandosi dai punti di
copnessione al generatore, con un tasso di dimi-
nuzione tanto maggiore gquanto minore & la condi-
zione di parallelismo del rami derivati; tale
ampiezza, nei rami derivati piu lontani, pud
raggiungere livelli del tutto evanescenti;

- dal puntoe di vista del calcolo, mentre 1'uso
delle (4.9) non implica alcun problema di  con-
vergenza numerica, le (4.10) possono presentare
alcune difficolta di impiego: infatti nelle
(4.10) compare una operazione differenza fra
termini che, 1in alcunl casi, PpoOSSOnoC essere di
ampiezza rilevante e di entita poco diversa:
soprattutto se la rete a scala & molto estesa,
pud essere consigliabile 1'effettuazione di
calceli in deppia precisione.

nal punto di vista energetico,

fasori in regime sinusocidale,
derazioni nel seguito riportate.

Nel caso di doppio bipolo, si pub fare riferimento

alle potenze alle due porte, per cui, indicato con

I il coniugato del fasore Ix, la potenza apparen—

te localizzata in un generico doppio bipolo vale:

con riferimento ai
valgono le congi-

(4.11) A= Vyels - Varla

E' chiaro che la medesima espressione (4.11) &
applicabile anche alle grandezze alle due porte di
una sottorete quadripolare di doppi bipoli.

Per un guadripolo, considerando il tipo a ¢C,
con le convenzioni di fig. 1, la potenza apparente
localizzata nel generico quadripolo & pari a:

(4.12) A=Vy-1, - Vaela + Zeo 141 = I2)

5i osserva la presenza di un termine aggiuntivo

dovuto alla corrente 1 ed
alla impedenza serie 1inferiore Zc. A causa della
presenza di gquesto termine ulteriore, 1'espres-
sione della potenza di X quadripoly in cascata
contiene, oltre alla differenza fra le potenze di
ingresso e di uscita, una gsommatoria di termini:

rispetto alla (4.11).

»
(4.13)  A=Vi- Li-Veasr Leatke Zes 1o 1220 In (BeTean)
1

con k > 1 .

Tenute presenti le (4.11) e (4.13), la potenza
apparente complessiva, fornita alla rete conside-
rata in fig.11 dal generatore di corrente equiva-
lente, ha la seguente espressione:

A = Vb(l)-1 - Vb(x+1)-1b(x+1) +
> (4.13)

+(x+#1)-Zc- 1- 1-Ze- 1+ { T la(t#l) ), conx 20

Q

5. Conclusioni.

L'impiego delle equazioni del doppi bipoli e
quadripoll  assume particolare significato ed uti-
11tad quando si considerino reti costituite dal
collegamento in cascata di numerosi  elementl a
quattro morsetti. Per le pin diffuse tipologie di
elementi a quattro morsetti di tipo lineare, tem-
po-invariante, privi di generatori indipendenti,
collegat: in cascata, @& possibile ricondursi ad
una rete a scala costituita, in generale, da ele-
menti a quattro morsetti del tipp a C (o a €
speculare), pil alcuni bipoli di estremita.

gi & mostrato che nel caso di reti a scala
costituite da elementi a gquattro morsetti uguala
fra loro, le matrici di trasmissione fra grandezze
di ingresso alla rete e grandezze di uscita sono
esprimibili come funzioni lineari delle matrici di
un singelo elemento a quattro morsetti, sia nel
casc di doppio bipolo che di quadripolo.

Quando si voglia studiare una rete in cui sianoc
presenti sotto-retl aventi struttura a scala,
1'impiego delle equazioni ingresso-uscita comples—
sive delle sotto-reti pud risultare utile: «cid
consente, infatti, di suddividere la soluzione
della rete in due fasi successive: nella prima
fase si calcolano le sole guantita ai morsett:
delle sotto-reti; nella seconda fase s1 valutano,
se necessario, tutte le altre quantita, interne
alle sotto-reti; gquesta procedura, a differenza
dei metodi generali di analisi delle reti, consen-
te di ottenere espressioni in forma chiusa delle
gquantita di interesse, utili sia per un calcolo
aimbolico che sotto 1'aspetto numerico.
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